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  هاي تصادفي فرآيند چهارمهاي سري  حل تمرين
 
|�|محدود به باند (�)�دانيم طيف قدرت  مي -۱ ≤ 
� :صورت زير نوشت توان به را مي (�)
� همبستگیبرداري در مورد تابع  است، پس قانون نمونه  0.5(�) = ∑ �
(��)����(����� )����� = ∑ �
(�)����(� − �)    ,   � = � ×(".#)����� = 1     %
(�) = 0 ∶  �
(�) = '
(�) = �"����(�) + ������(� − 1) + ������(� + 1)           

�)�و  (�)�چون  )الف − ��: ناهمبسته  هستند (1 = '
(1) = 0 . ⟶    �
(�) = �"����(�)    ,    *
 = �
(0) = �" = 1   ⟶    �
(�) = ����(�)      ⟶   +
(�) = ,-��(�) = .1           |�| ≤ 0.50    /�ℎ-,1��-2 

*  )ب = �
(0) = �" + 2����(1)�� = 1  ⟶    �" = 1 '
(1.5) = �
(1.5) = ����(1.5)�" + 4����(0.5) + ����(2.5)5�� = 0 

⟶   �� = −����(1.5)����(0.5) + ����(2.5) = 518 

⇒   �
(�) = ����(�) + 518 ����(� − 1) + 518 ����(� + 1)   ⟶   �
(1) = 518 

⇒   +
(�) = ,-��(�)(1 + 59 cos(2<�)) 


+  )پ(�) = 1 = 0.96 cos(2<�) = 1 + 0.48-? @A + 0.48-�? @A      ⟶ +
(B) = 1 + 0.48B�� + 0.48B = 1625 C1 − 34 B��E C1 − 34 BE = F
(B)F
∗ (1/B∗) 
⟶  F
(B) = 45 C1 − 34 B��E    

۲ -   

  :دانست �J�Kبه  O(B)با تابع تبديل LTIرا خروجي يک سيستم  IJ�Kتوان  مي) الف

O(B) = P(B)�(B) = 11 − 0.5B��    ⟷   ℎJ�K = 2�RSJ�K    ⟶    PJ�K = T 2���J� − �K�
��"  

�  .شوند است، لذا خروجي و ورودي تواماً ساکن مي LTIورودي سيستم ساکن و سيستم UJ� + %, �K = �
UJ%K = �

J%K ∗ ℎ∗J−%K = 5ℎ∗J−%K = 5 × 2VSJ−%K 

  .عمود است  Pهاي قبلي بر نمونه �مثبت صفر است، يعني هر نمونة %ازاي  هرابطة فوق ب

�UUJ� + %, �K = �UUJ%K = ℎJ%K ∗ �
UJ%K = T 2�� × 5 × 2V��SJ� − %K�
��"  
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        = T 5 × 2V × 2� ��
��"�WV

=
XYZ
Y[5 × 2V T 2� � = 51 − 1/4 × 2V�

��"       % ≤ 0
5 × 2V T 2� � = 51 − 1/4 × 2�V    % ≥ 0�

��V
2 = 203 × 2�|V| 

]^|PJ�K| _ = �UUJ0K = 203  
  ) ب

PJ0K = 12 PJ−1K + �J0K = �J0K  
PJ1K = 12 PJ0K + �J1K = 12 �J0K + �J1K 
PJ2K = 12 PJ1K + �J2K = 14 �J0K + 12 �J1K + �J2K 

PJ%K طور کلي   به = ∑ 2���J� − �K���"   , % ≥ 0 .  

�
UJ��, � K = ] `T 2���∗J� − �K�J��KRa
��" b = T 2���

J�� − � + �KRa

��"  
                       = 5 T 2��cJ� + �� − � K = d5 × 2�(Ra�Re)  ,   0 ≤ � − �� ≤ � 0                       /�ℎ-,1��- 2Ra

��"  
                       = d5 × 2�(Ra�Re)  ,   � ≥ �� ≥ 00                       /�ℎ-,1��- 2 
�UUJ��, � K = T T 2���f�

J�� − � − � + gK = 5 T T 2���fcJ�� − � − � + gKRa

f�"
Re

��"
Ra

f�"
Re

��"  

                       = 5 T 2���(��RehRa)Re
��" = 5 × 2Re�Ra × T 2� �Re

��"�WRe�Ra
 

                      = 5 × 2Re�Ra ×
XYZ
Y[1 − 2� Re� 1 − 1/4                          �� − � ≤ 0

2� Reh Ra − 2� Re� 1 − 1/4         �� − � ≥ 02 
                      = 203 J2�|Re�Ra| − 2� �Re�RaK 

��البته رابطة فوق براي ≥ 0  , � ≥ هاي  منفي باشد نمونه  �يا  ��که دست آمده است و در حالتي به   0

  .فرآيند صفر و لذا تابع همبستگي هم صفر است

]^|P(�)| _ = �UUJ�, �K = 203 J1 − 4���RKSJ�K 
۳ -  

�iJ%K = 2�|V| = 0.5|V|     ⟶    +j(B) = 1 − 0.5 (1 − 0.5B��)(1 − 0.5B)  
  :بر هم عمود هستند kJ�Kو  J�K+چون 

+
(B) = +l(B) + +i(B) = 5 + 3/4(1 − 0.5B��)(1 − 0.5B) = 28 − 10B − 10B��5 − 2B − 2B��  
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"I    :هاي صورت ريشه = ∗mn�    و    0.42020 = 2.37979 
"B:            هاي مخرج ريشه =   B"∗=2/1     و    0.5

  :در نتيجه

+p(z) = 10y" (1 − y"z��)(1 − y"z)20.5 (1 − 0.5B��)(1 − 0.5B) = Lp(z)Lp∗ C 1B∗E   ⟶  
  :هاي داخل دايرة واحد با انتخاب صفرها و قطب

F
(B) = s 104I"  1 − y"z��1 − 0.5B�� = 2.439 − 1.025B��1 − 0.5B�� = �(B)t(B) 

ARMA(1,1)                :�J�Kمدل  = 2.439tJ�K + 0.5�J� − 1K − 1.025tJ� − 1K  
۴ -  

  :داشت بگيريم، خواهيم Zاگر از طرفين تبديل  )الف

T (� + 1)2��B���(B) = k(B)  �
�=" ⟶    k(B)�(B) = T (� + 1)y��

�=" = zzy {T y�h��
�=" |    ,   y = 1/(2B) 

⟶ k(B)�(B) = zzy } y1 − y~ = 1(1 − y) = 1(1 − 0.5B��)     
⟶     �(B) = (1 − B�� + 0.25B� )k(B)       ⟶      �J�K = kJ�K − kJ� − 1K + 14 kJ� − 2K 

  .است MA(2)يک فرآيند  �J�Kبنابراين، 

  )  ب

+

(B) = (1 − 0.5B��) (1 − 0.5B) = C54 − 12 B�� − 12 BE  
              = 3316 − 54 B�� − 54 B + 14 B� + 14 B  
⟶     �

(%) = 14 cJ% + 2K − 54 cJ% + 1K + 3316 cJ%K − 54 cJ% − 1K + 14 cJ% − 2K 
+
(�) = +

4-? @A5 = J54 − cos(2<�)K   

۵ -   

  .کند را اختيار مي ۵/۰، ۲، ۱فقط سه مقدار  PJ�K )الف

Pr^PJ��K = 0.5_ = Pr^�J��K = 1 & �J�� − 1K = 2_ = Pr^�J��K = 1_Pr ^ �J�� − 1K = 2_ = 29 
Pr^PJ��K = 2_ = Pr^�J��K = 2 & �J�� − 1K = 1_ = Pr^�J��K = 2_Pr ^ �J�� − 1K = 1_ = 29 Pr^PJ��K = 1_ = Pr^�J��K = 1 & �J�� − 1K = 1_ + Pr^�J��K = 2 & �J�� − 1K = 2_                             = Pr^�J��K = 1 _Pr ^ �J�� − 1K = 1_ + Pr^�J��K = 2 _Pr^ �J�� − 1K = 2_ = 59 
�Ue(I) = 59 c(I − 1) + 29 c(I − 2) + 29 c(I − 0.5)   ⟶   Φ�e(ω) = 59 -?� + 29 - ?� + 29 -?�/  

  ) ب
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%UJ�K = ]^PJ�K_ = 29 × 0.5 + 59 × 1 + 29 × 2 = 109  

�براي محاسبةJ��, � K   1  :گيريم حالت در نظر ميچهار) �� = � ∶   �
J��, � K = ]^|P[��]| _ =  

� × (0.5) + #
� × 1 +  

� × 2 = �
      

2) �� − � = 1 ∶   �
[��, � ] = ]^P[��]P[� ]_ = ] . 
[Re]

[Re��] 
[Ra]


[Ra��]� = ] . 
[Re]

[Ra��]� = �"

�  
3) � − �� = 1 ∶   �
[��, � ] = ]^P[��]P[� ]_ = ] . 
[Re]


[Re��] 
[Ra]

[Ra��]� = ] . 
[Ra]


[Re��]� = �"
�  

4) |� − ��| > 1 ∶  �
[��, � ] = ]^P[��]P[� ]_ = ] . 
[Re]

[Re��]� ] . 
[Ra]


[Ra��]� = �"
� × �"

� = �""
��  

→    �
[� + %, �] = �
[%] =
XY
Z
Y[

32           % = 0
109       % = ±1
10081      % ≥ 2

2     

= 10081 − 1081 c[% − 1] − 1081 c[% + 1] + 43182 c[%] 
⟶                                                                         )پ   +
(�) = �""

�� c(�) + ��
�� −  "

�� cos(2<�)   

  

۶ -   

  ) الف

+
(�) = 11 + � − �-? @A − �-�? @A   ⟶  +
(B) = 11 + � − �B − �B�� = 1(1 − �B��)(1 − �B) 
⟶       +
(B) = − B���

(1 − �B��) C1 − B��� E = − 11 − � 
1 − B���

+
11 − � 

1 − �B��  
⟶       �
[%] = 11 − � ��VS[−% − 1] + 11 − � �VS[%]    ⟶     �
[%] = �|V|

1 − �          
%
[�] = 0    ⟶     '
[%] = �
[%]      ⟶       � = '
[1]

�'
[0]'
[0] = � 
  :فيلتر ابداع  )ب

+
(B) = 1(1 − �B��)(1 − �B) = F
(B)F
∗ C 1B∗E   ⟶    F
(B) = 11 − �B��    ⟷    g
[�] = �RS[�] 
 ⟶   �[�] = ∑ ��1[� − �]���"         

[�]P                                                                  )پ = (c[�] − 2�c[� − 1] + � c[� − 2]) ∗ �[�]         ⟶ 
  :هم ساکن است با طيف قدرت زير [�]Pپس فرآيند 

   +U(B) = (1 − 2�B�� + � B� )(1 − 2�B + � B )+
(B)                 = (1 − 2�B�� + � B� )(1 − 2�B + � B ) �(�����e)(����) = 1 + � − �B − �B�� 

 + 

B�� 

t[�] �[�] 
+ 

+ 

� 
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 ⟶    �UJ%K = (1 + � )cJ%K − �cJ% − 1K − �cJ% + 1K  
۷ -   

  ) الف

�

J��, � K = ]^�(��)�∗(� )_ = ��� = 0     �� ≠ � � ���� = 1     �� = � 2   ⟶     �

J%K = cJ%K    ⟶    +

(�) = 1   
  )ب

PJ�K = (2�RSJ�K) ∗ �J�K     ⟶    P(B) = �(B)1 − 0.5B��     ⟶     +UU(B) = +

(B)(1 − 0.5B��)(1 − 0.5B)⟶     +UU(B) = 1(1 − 0.5B��)(1 − 0.5B)     ⟶     +UU(�) = 154 − cos (2<�)
⟶    �UUJ%K = 11 − (0.5) × 2�|V| = 43 × 2�|V|  %UJ�K = ℎJ�K ∗ %
J�K    ,   %
J�K = 0    ⟶     %UJ�K = 0 

  ) پ

Φ
JRK(ω) = ]�-?�pJ�K� = 12 -?� + 12 -�?� = cos (�) 
ΦUJRK(ω) = ]�-?��J�K� = ] .-?� ∑  ��
JR��K���n � =   ] .-?� ��
JR��K� =�

��"   Φ
JR��K(2��ω)�
��"

=   cos (2��ω)�
��"  

⟶    ΦUJRK(ω) = lim¤⟶�   cos(2��ω) = sin(2�¤ω) �¦�(2�¤ω)¤
��" �¦�(2�¤h�ω) … �¦�(ω)

= lim¤⟶�
2�¤�� sin(2ω)���(2�¤ω) = sin(2ω)2ω = ����(4�)        ⟶      �UJRK(I) = 14 ,-�� }I4~        

(B)�:            داريم) ب(از بند  )ت = (1 − 0.5B��)P(B)      ⟶      PJ�K − 0.5PJ� − 1K = �J�K  

Pr^PJ�K  .مرتبه اول است ARيک فرآيند  PJ�Kبنابراين، فرآيند  ≤ I|PJ� − 1K = IR��  , PJ� − 2K = IR� , … _ = Pr^PJ�K − 0.5PJ� − 1K ≤ I − 0.5IR��|PJ� − 1K = IR��  , PJ� − 2K = IR� , … _ = Pr^�J�K ≤ I − 0.5IR��|PJ� − 1K = IR��  , PJ� − 2K = IR� , … _ = Pr ^�J�K ≤ I − 0.5IR��_ = 
̈JRK(I − 0.5IR��)                                        دهد نمي(   �J�K اطلاعي از مقدار ^PJ� − �K_���� ) 

I :گيريم مشتق مي Iاز طرفين نسبت به  − 0.5IR��  

�UJRK4I|IR��, IR�  ,…5 = �
JRK(I − 0.5IR��) = 12 cJI − 0.5IR�� − 1K + 12 cJI − 0.5IR�� + 1K 

�UJRK(I) 

-2 2 

1/4 

y 
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هاي سيستم همگي  دانست و چون قطب kتوان خروجي سيستم با تابع تبديل زير به ورودي را مي �فرآيند - ۸

  .دايره به شعاع واحد قرار دارند اين سيستم علي است داخل

O(B) = ©"∑ ª�B��¤��" = ℎJ0K + ℎJ1KB�� + ℎJ2KB� + ⋯ 
Bازاي  از تساوي فوق به → ℎJ0K: داريم ∞ = ­n®n = ©"  .  

+

(B) = O(B)O∗ C 1B∗E = ©"∑ ª�B��¤��" (©"∗ + ℎ∗J1KB + ℎ∗J2KB + ⋯ )      ⟶ 
T ª�B��¤
��" +

(B) = |©"| + ©"ℎ∗J1KB + ©"ℎ∗J2KB + ⋯ ) 

  :گردانيم برميرابطة فوق را به حوزة زمان 

T ª�
¤

��" �

J% − �K = |©"| cJ%K + ©"ℎ∗J1KcJ% + 1K + ©"ℎ∗J2KcJ% + 2K + ⋯ ) 
  :روشن است که

T ª�
¤

��" �

J% − �K = d0         % > 0|©"|    % = 02 
ها قابل سنجش هستند و روابط بالا  همبستگي. کنند مشابهي صدق مي ARها در رابطة  يعني همبستگي

  .دهد نشان مي "©و  �ªيعني  ARصورت يک دستگاه معادلات خطي روشي را براي تعيين پارامترهاي معادلة  به

 


